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摘要:　研究了结点等待费用 、弧费用和弧通过时间均为离散时变函数的最短路径问题.基于动态规划
原理 ,给出了一种标号更新算法 , 可在 O(n3 M3)时间复杂度内求出所有结点到指定终点的最小费用路
径 ,其中 n 为网络结点数 、M 为时间间隔数.
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Abstract:　A special version of the Time Dependent Shortest Paths(TDSP)problem is studied in this paper.The
objective is to find the minimum cost path considering node-waiting cost in a network , in which , waiting is allowed at
every node and the arc-traversing cost , node-waiting cost and arc-traversing time are all discrete functions of time.An
label correcting algorithm is introduced to find all the minimum cost paths from every node to the destination node
simultaneously with time complexity of O(n3M3), where n is the number of the nodes in the network and M is the
time interval count.
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1　引言




时变最短时间路径.文献[ 2]发展了标号更新算法(Label Correcting Algorithm)求解离散时变最短时间路径.
文献[ 3]简单讨论了弧费用为任意函数的最短时间路径问题.文献[ 4]探讨了三种结点等待规则下的离散




重要的应用价值.首先 ,离散时变网络在实际中非常普遍 ,例如不同时段中阻塞导致行驶速度变化 、缓冲区
冲突导致性能变化 、可靠性波动导致成本变化等;其次 ,允许在结点等待并计入等待费用 ,可以将两类优化




给定简单有向图 G(N , A), N 为结点集合且 N =n , A为弧集合.
2.1　路径
在某些情况下 ,如交通阻塞时 ,推迟出发可以降低费用 ,所以应允许在结点等待.为通过弧〈i , j〉,可在
t时刻到达结点 i后 ,等到  t 时刻再出发前往结点 j.




={(v0 , t 0 , t 0), (v1 , t1 ,  t 1), … ,
(vi , ti , t i), …,(vl , t l , t l)}, l称为长度 ,其中:
· v0=s , vl =r.
·对于 0≤i≤l , ti 和 t i 分别为结点 vi 的到达时刻和出发时刻.ti ≤ t i , ti -ti 为该路径在结点 vi 上的
等待时间.规定终点处等待时间为 0 , t l = t l .
·对于 0≤i<l ,有 ti+1= t i +d(vi , vi+1 , t i),函数 d(i , j , t)为 t 时刻出发时弧〈i , j〉的弧通过时间.
定义 2　t 时刻到达结点 i然后前往其它结点的路径称为结点 i 的 t时刻路径.
2.2　时间离散化
本文采用文献[ 1]中的方法对时间进行离散化.设集合 SM={t s , ts +δ, ts +2δ, …, ts +Mδ}为感兴趣
的特定时段 ,如交通高峰期 、预定交货期等.其中:ts 选所有结点的最早到达时刻;δ选适当小的时间单位
以满足精度要求;M 选适当大的正整数以覆盖足够长的时间.




两部分.整条路径上的费用等于各段费用之和.本文中 ,等待费用函数 w(i , t , t)和弧费用函数 c(i , j , t)都
定义在 SM上:当 t和 t 均在SM内时 ,等待费用和弧费用为非负实数;当 t或 t 不在SM 内时 ,等待费用和弧
费用为无穷大.
本文要解决的问题为:在上述设定下 ,求时间段 SM 内从任意结点 i出发到指定终点D 的最小费用路
径P
＊
i ,D及其费用.由于费用函数和弧通过时间都是函数 ,故最短路径上耗费的费用和时间都随时间变化 ,




定义 3　t时刻到达结点i 并最终抵达终点D 的最小费用路径P
＊
(t)i ,D称为结点 i 到终点D 的 t时刻
最短路径 ,相应的费用称为结点 i到终点D 的 t时刻最短路径费用 ,记做 Li(t),并规定当 t  SM时 , Li(t)
=∞.
当 t ∈SM 时 ,对终点 D 有LD(t)=0;对其它结点则满足以下递推公式:
Li(t)= min
〈i , j〉∈ A
min
 t ≥t;t , t ∈ S
M








号以记录费用 ,从终点出发逆向搜索 ,对每个时刻 、每个结点的费用进行比较并更新最小费用上界 ,算法结
束时标号中的费用即为最小费用.为优化搜索 ,可使用一个先进先出队列 LIST 存放供搜索的候选结点.
除费用标号 Li(t)外 ,另需两个标号记录出发时刻和后继结点:
定义 4　对于到达时刻为 t 的结点 i ,出发时刻向量 Dept(i , t)记录使路径费用最小的最佳出发时刻;
后继结点向量 Succ(i , t)记录使路径费用最小的最佳后继结点.
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算法伪代码如下:
1　初始化终点 D:对于任意 t ∈ SM ,置 LD(t)=0 ,置 Succ(D , t)为空
2　初始化各起点:对于任意 t∈ SM ,置 Li(t)=∞
3　初始化候选结点列表:LIST ={D}
4　WHILE LIST 不空 DO
5　　从 LIST 中删除第一个结点 j
6　　FOR结点集合 N 中所有让弧〈i , j〉∈A 的结点 i DO




 t≥t , t ∈ S
M





















算法结束时 ,如果 Li(t)的值为无穷大 ,表示在 SM 时间段内没有合适的路径;否则 , Li(t)的值表示具






















间 d(i , j , t),右边为弧费用 c(i , j , t).指定 n 为终点 ,各结
点的等待费用 w(i , t , t)均为  t -t.设 ts =0 , δ=1 , M=12 ,
时间段 SM={0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10 ,11 ,12}.
初始化 LIST ={n}, Succ(D , t)为空 , Li(t)如表 1所示.





 t ≥t , t ∈ S
M
{w(g , t , t)+c(g , n , t)+Ln( t +d(g , n , t))}
= min
 t≥t , t ∈ S
M
{( t -t)+(-2 t +35)+Ln( t +( t +3))}
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= min
 t ≥t , t ∈ S
M




 t ≥t , t ∈ S
M
{w(h , t , t)+c(h , n , t)+Ln( t +d(h , n , t))}
= min
 t ≥t , t ∈ S
M
{( t -t)+6 +Ln( t +1)}
= min
 t ≥t , t ∈ S
M
{ t -t +6+Ln( t +1)}.
循环结束时 LIST ={g , h}, Li(t)如表 2所示.
表 1
M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Lf(t) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Lg(t) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Lh(t) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Ln(t) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ls(t) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
表 2
M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Lf(t) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Lg(t) 31 30 29 28 27 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Lh(t) 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 ∞
Ln(t) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ls(t) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
第2次WHILE循环:删除结点 g ,计算并更新 Ls(t)和 Lf(t).结束时 LIST={h , s , f}.
第3次WHILE循环:删除结点 h ,计算并更新 Lf(t)和 Lg(t).结束时 LIST={s , f , g}.
第4次WHILE循环:删除结点 s.结点 s入度为 0 ,无需更新 Li(t).结束时 LIST={f , g}.
第5次WHILE循环:删除结点 f ,计算并更新 Ls(t).结束时 LIST ={g , s}.
第6次WHILE循环:删除结点 g ,计算并更新计算 Ls(t)和 Lf(t).结束时 LIST={s , f}.
第7次WHILE循环:删除结点 s.结点 s入度为 0 ,无需更新 Li(t).结束时 LIST={f}.
第8次WHILE循环:删除结点 f ,计算 Ls(t).结束时 LIST={s}.




M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Lf(t) 12 14 16 18 20 22 24 26 28 ∞ ∞ ∞ ∞
Lg(t) 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 ∞ ∞
Lh(t) 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 ∞
Ln(t) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ls(t) 25 25 25 25 25 25 25 26 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
Dept(i , t)如表 4所示.
Succ(i , t)如表 5所示.
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假设要考察 3时刻到达 s ,最后到达 n的最短路径.查 Ls(3)=25说明最小费用为 25 ,Dept s(3)=3说
明最好不要等待 ,查 Succs(3)找出下一结点为 g ,由 d(s , g ,3)=4可知要等到 7时刻才能到达 g ,查 Dept g
(7)=10说明最好等到 10时刻再出发.以此类推可知 s 的 3时刻最短路径 P
＊
(3)s , n ={(s , 3 , 3),(g , 7 ,
10),(h ,11 ,11),(n ,12 ,12)}.
又如 ,Ls(8)=∞说明8时刻从 s出发没有路径可在 12时刻之前赶到 n.
表 4
M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Dept f(t) 0 1 2 3 4 5 6 7 8    
Deptg(t) 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10  
Depth(t) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Depts(t) 0 1 2 3 4 5 6 7     
表 5
M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Succf(t) h h h h h g g g g    
Succg(t) h h h h h h h h h h h  
Succh(t) n n n h n n n n n n n n
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